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 نحم انًعادلاخ انتفاضهيح انجسئيح انُالصيحV -دورج ح شثكحميطر
 سًيح سانى انتاجىريا.         زيُة عهي انشمًاَيد. 

 لسى انرياضياخ  -كهيح انترتيح  - جايعح يصراتح

s.altajouri@edu.misuratau.edu.ly  z.elshegmani@edu.misuratau.edu.lyEmail:   

  انًهخص

ٌذً اٌّؼادلاخ اٌرفاضٍٍح V -دورج شثكح حمٌٌمذَ ٘زا اٌثذس دساسح ػذدٌح تاسرخذاَ عش

ذسشٌغ ذماسب اٌغشق اٌرىشاسٌح الأساسٍح )جاٚط ٚوزٌه ٍٍ٘جٍح فً تؼذٌٓ،اٌجضئٍح الإ

 أظشً ؛( ٌٍذصٛي ػٍى ٔرائج ػذدٌح دلٍمح تؼذ ػذد لًٍٍ ِٓ اٌرىشاساخSORسٍذي، 

ْ اٌٛصٛي إٌى ئفً أغٍة اٌّسائً اٌرً ذذرٛي ػٍى ػذد وثٍش ِٓ اٌّؼادلاخ ف لأٔٗ

-دورج شثكح حمٌاٌذً اٌؼذدي اٌذلٍك ٌرغٍة اٌىصٍش ِٓ اٌرىشاساخ، ٕ٘ا ذىّٓ أٍّ٘ح عش

،V ذسشٌغ ذماسب ٘زٖ اٌغشق ٌٍذصٛي ػٍى اٌذً فً ألً ٚلد ِّىٓ، ٚتألً ػذد ً٘ٚ

 ِٓ اٌرىشاساخ.

 شثىح ِرؼذدج اٌشثىاخ، ،ٙائٍحٍٍ٘جٍح، اٌفشٚق إٌاٌّؼادلاخ الإ تاحيح:فانكهًاخ انً

 .V -دٚسج

V-Cycle Method for Solving Elliptic Partial Differential 

Equations 
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Abstract 

This research presents a numerical study using V-cycle method to solve 

elliptic partial differential equations in two dimensions, to speed up the 

convergence of the basic iterative methods (Gauss Seidel, SOR) to obtain 

accurate numerical results after a few iterations, because in most problems 

that contain a large number of equations, reaching an accurate numerical 
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solution requires a lot of iterations, here lies the importance of V-cycle 

method, which is to accelerate the convergence of these methods to get the 

solution in the least possible time, and with the least number of iterations. 

Key words: elliptic equations, finite differences, multigrid methods, V-cycle 

method. 

 انًمذيح. 1

-دٚسجعشٌمح ، عشٌمح اٌشثىرٍٓأٔٛاع سئٍسٍح ٌغشق ِرؼذدج اٌشثىاخ ًٚ٘  شلاشح ٕ٘ان 

Vعشٌمح اٌشثىح اٌىاٍِح ٌذٚسج،-V عشٌمح دٚسج، فً ٘زا اٌثذس سٛف ٔذسط-V  ٚ

 الأساسٍح.  دٚس٘ا اٌفؼاي فً ذسشٌغ اٌرماسب ٌٍغشق اٌرىشاسٌح

" ٌّرؼذدج ػًٍّدٍس واْ أٚي ِٕشٛس " ،اِرؼذدج اٌشثىاخ دذٌصًٚعشق أساٌٍة  ظٙشخ

اٌزي عٛس أٚي ِخغظ ٌّرؼذد  Fedorenko( تٛاسغح 4631فً سٕح ) غٍّاٌشثىاخ صِ

٘زا اٌؼًّ ذُ ذؼٍّّٗ ػٍى ِؼادٌح ذفاضٍٍح  ،اٌشثىاخ ٌّؼادٌح تٛاسْٛ فً ٚدذج ِشتؼح

اٌىفاءج  ٚاذضذد .(Bakhvalov 4633)جضئٍح خغٍح ِغ ِؼاِلاخ ِرغٍشج تٛاسغح 

دذد فٍٙا   Brandt) 4644) تٛاسغحػٍٍّح  اٌفؼٍٍح ٌغشق ِرؼذدج اٌشثىاخ فً ٚسلح

ٌفد الأرثاٖ ،٘زا اٌؼًّ دا اٌشئٍسح ٚاٌفائذج اٌؼٍٍّح ٌغشق ِرؼذدج اٌشثىاختٛضٛح اٌّثا

1994( سعٛ ٚفً اٌرسؼٍٕاخ .ٌغشق ِرؼذدج اٌشثىاخ اٌسشٌغٚشىً تذاٌح اٌرغٛس 

Hackbusch( اٌؼٕاصش الأساسٍح ٌغشق ِرؼذدج اٌشثىاخ.(Wannan 2010)   أٚضخ

ٚدٚس٘ا فً ذسشٌغ دً ِشاوً اٌمٍُ اٌّفاٍُ٘ ٚاٌرمٍٕاخ الأساسٍح لأساٌٍة اٌشثىاخ 

ٚوزٌه عشٌمح اٌرؼاًِ ِغ اٌشثىاخ اٌّرذاخٍح راخ أدجاَ شثىٍح  ،ٍٍ٘جٍحاٌذذٌح الإ

اسرخذَ عشٌمح ِرؼذدج اٌشثىاخ لإٌجاد دً  )(AshishK. et. all 2014ِرثإٌح. 

 ِؼادٌح تٛاسْٛ إٌالصٍح.

structure) Grid) (Fulton et. all 1986)انشثكح هيكم . 2
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 انشثكح في تعذ واحذ 

 شثىح ِؼشفح تٛاسغحΩ=[a,b]  ٚ   7فً تؼذ ٚادذ اٌّىْٛ تٛاسغح  Rاٌّجاي 

   *   ,   -                      
 

 
+         

 
 يىضح شثكح انفروق انُهائيح في تعذ واحذ (1نشكم )ا

 ٍانشثكح في تعذي 

شثىح ِؼشف       ٚ Ω=  [c,d]× [a,b]فً تؼذٌٓ اٌّىْٛ تٛاسغح  R اٌّجاي

 تٛاسغح7

      {(   𝑦 )           𝑦  𝑗            𝑛 𝑗

            
 

𝑛
    

 

 
} 

 
 ( يىضح شثكح انفروق انُهائيح في تعذي2ٍانشكم )
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( أٔٗ ٌٛجذ خغٛط أفمٍح ٚخغٛط سأسٍح داخً اٌّسرغًٍ ذسّى 7) ٌرضخ ِٓ اٌشىً

 وً ٔمغح داخً اٌشثىح ذىْٛ ِؼشفحٚ.تٕماط اٌشثىح اٌشثىح، ٚذسّى ذماعؼاذٙاط خغٛ

 واٌراًٌ

(  𝑦)  {(   𝑦 )         𝑛 −   𝑗        −  } 

ٚفً تؼذٌٓ ستّا ذىْٛ اٌّجالاخ ِسرغٍٍح دائشٌح أٚ ِٕذٕى، ٚاٌشثىح ػثاسج ػٓ شثىح 

ٚفً ٘زا اٌثذس سٛف ٌرُ اسرخذاَ اٌشثىح اٌذٌىاسذٍح .دٌىاسذٍح ِٕذٍٕح ِصثرح ػٍى اٌذذٚد

اٌغشق اٌرىشاسٌح ذسرخذَ شثىح ٚادذج، تٍّٕا عشق ْ إٚاٌّجالاخ اٌّسرغٍٍح، دٍس 

 ِرؼذدج اٌشثىاخ ذسرخذَ أوصش ِٓ شثىح.

  )(Trottenberg et. all 2001 (Stencil) لإستُسم.  ا3

 الإستُسم في تعذ واحذ 

فً  xً٘ اٌّسافح تٍٓ إٌماط فً اٌشثىح، فئْ الإسرٕسً تصفح ػاِح ٌٍٕمغح   hدإرا وأ

 h= [……S-1   S0   S1……][Sk] اٌشثىح ٌىْٛ ػٍى اٌصٍغح

فئْ اٌؼٛاًِ فً ِجّٛػح دٚاي اٌشثىح ذذذد  ( )    ٚ         ٌرىٓ 

 تٛاسغح7

,  -   ( )  ∑    (    )

 

 

 ٍالاستُسم في تعذي 

، فئْ yتإٌسثح ٌّذٛس  x ٚ h2تإٌسثح ٌّذٛس  h1إرا وأد اٌّسافح تٍٓ ٔماط اٌشثىح ً٘ 

 ( فً اٌشثىح ٌىْٛ ػٍى اٌصٍغحx,y7تصفح ػاِح ٌٍٕمغح ) الإسرٕسً
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[     ]    
 

[
 
 
 
 

   
               
               
                    

   ]
 
 
 
 

 (     )    

(𝑦  )  ٚ             ٌرىٓ       (  𝑦) 

 فئْ اٌؼٛاًِ فً ِجّٛػح دٚاي اٌشثىح ذذذد تٛاسغح7

[     ]    
     (  𝑦)  ∑            (       𝑦      )

    

 

سرٕسً افً اٌرذًٍٍ اٌؼذدي، تإٌظش إٌى اٌشثىح اٌّشتؼح راخ اٌثؼذ أٚ اٌثؼذٌٓ، ٌىْٛ 

ٔفسٙا ِغ إٌماط  سرٕسً ِىْٛ ِٓ إٌمغحإٌمغح فً اٌشثىح ػثاسج ػٓ  إٌماط إٌّرٍٙح

 اٌّجاٚسج ٌٙا. ٌٚرُ اسرخذاِٗ ٌىراتح ذمشٌة اٌفشٚق اٌّذذدج ٌٍّشرماخ ػٕذ ٔماط اٌشثىح.

 )انتمييذ والإطانح(تيٍ انشثكاخ  .  انتُمم4

فً عشق ِرؼذدج اٌشثىاخ ِٓ اٌضشٚسي ٔمً اٌذً اٌّمشب ٚاٌثالً ٚاٌخغأ تٍٓ 

 اٌشثىاخ 7ً٘ٚاخ إٌمً تٍٓ ِؤششاٌشثىاخ، ٌٙزا ٌٛجذ ٔٛػٍٓ ِٓ 

 .اٌرمٍٍذ )اٌرّذٌذ( ِؤشش .4

 .الإعاٌح ِؤشش .7

   )(Biazar et. all 2006 (Restriction Operatorيؤثر انتمييذ )انتًذيذ( ) أولًا

ٌٚشِض  (3وّا فً اٌشىً ) اٌشثىح اٌخشٕح إٌىِٓ اٌشثىح إٌاػّح ٘ٛ ساسُ ػاًِ اٌرمٍٍذ 

 Rٌٗ تاٌشِض 
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اٌجّغ تٍٓ ػذج ػمذ ِٓ اٌشثىح الأصٍٍح اٌشثىح إٌاذجح ِٓ ْ اٌشثىح اٌخشٕح ً٘ إدٍس 

 اٌرمٍٍذ فً تؼذ ٚادذ ٚفً تؼذٌٓ. ِؤششٚسٛف ٌرُ دساسح  .)إٌاػّح(

 انتمييذ في تعذ واحذ ثريؤ (1

 )اٌشثىح اٌخشٕح( فئْ   ِؼشفح ػٍى  ̅   إٌاػّح( ٚ)اٌشثىح     ِؼشفح ػًٍ  uٌرىٓ

    ̅ 

 ٌأخز اٌصٍغح اٌراٌٍح7ٚ ،ِؤشش اٌرمٍٍذ فً تؼذ ٚادذ٘ٛ 

 ̅  
 

 
       

 

 
    

 

 
              

 

 
−         ( ) 

]اٌّشذثظ تٗ ٘ٛ  ًٚالاسرٕس
 

 

 

 

 

 
 فئ7ْ [

R=  

[
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
      

  
 

 

 

 

 

 
    

         
         

      
 

 

 

 

 

 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 يىضح يؤثر انتًذيذ في تعذ واحذ (3) انشكم
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 1يثال 

=hاٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح  ِؤششأٚجذ 
 

 
=hٌى اٌشثىح اٌخشٕح إ 

 

 
ِغ ششٚط  1

 شٍٍد اٌذذٌح ػٍى اٌذذٚد ذساٚي صفش.دٌش

 انحم

ً٘ إٌماط ػٍى اٌشثىح  u اٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح إٌى اٌشثىح اٌخشٕح دٍس ِؤششسسُ 

ً٘ إٌماط   h=1/4 ٚcً٘ إٌماط ػٍى اٌشثىح اٌخشٕح ػٕذِا   h=1/8،vإٌاػّح ػٕذِا 

 (.1)وّا ِٛضخ فً اٌشىً  h=1/2ػٍى اٌشثىح الأخشٓ ػٕذِا 

 

 h=1/2 إني h=1/8 يىضح يؤثر انتًذيذ يٍ  (4انشكم )

 ٌىْٛ ػٍى اٌصٍغح اٌراٌٍح2h 7اٌشثىح  إٌى hاٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح  ِؤششأْ ا تّ

  
   

[
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
    

  
 

 

 

 

 

 
  

    
 

 

 

 

 

 ]
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 ٌىْٛ وّا 4h7ًٌٍ اٌشثىح  إٌى 2hاٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح  ِؤشش ٚإٌجاد

ْ ئ٘ٛ ٔمغح ٚادذج ف 4hٔماط اٌشثىح  ٚػذد ،٘ٛ شلاز ٔماط 2hأْ ػذد ٔماط اٌشثىح ا تّ

 .    اٌرّذٌذ ٌىْٛ ِٓ اٌذجُ  ِؤشش

   
   [

 

 

 

 

 

 
]
   

 

   
          

   
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 فً اٌّؼادٌح اٌساتمح ٌٕرج أ7ْ         تاٌرؼٌٛض ػٓ لٍُ 

   
 

  
   

 

 
   

 

  
   

 

 
   

 

  
    

 

 
   

 

  
   

 تئػادج وراتح اٌّؼادٌح اٌساتمح7

[
 

  

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  
]

[
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  ]
 
 
 
 
 
 

 ,  - 

 4h7اٌشثىح  إٌى hاٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح  ِؤششٌٕرج 

  
   [

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

  
] 

 (Trottenberg et. all 2000) تعذيٍانتمييذ في  ثريؤ (2
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 )اٌشثىح اٌخشٕح( فئْ   ِؼشفح ػٍى  ̅  ٚ  إٌاػّح()اٌشثىح     ِؼشفح ػًٍ  uٌرىٓ

Ru= ̅ 

 ٘ٛ ِؤشش اٌرمٍٍذ فً تؼذٌٓ ٌٚأخز اٌصٍغح اٌراٌٍح7

 ̅  (
 

  
(                                           )   

 (
 

 
) (                                   )   

 (
 

 
)      )                              ( ) 

 7ٌٚىْٛ الاسرٕسً اٌّشذثظ تٗ ػٍى اٌشىً

[
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 
 

  

 

 

 

  ]
 
 
 
 
 

 

 

 يىضح يؤثر انتًذيذ في تعذيٍ (5انشكم )
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  2يثال 

 .2h=1/2اٌشثىح اٌخشٕح  إٌى  h=1/4اٌرّذٌذ فً تؼذٌٓ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح  ِؤششأٚجذ 

 انحم

( 3)اٌشثىح اٌخشٕح وّا ِٛضخ فً اٌشىً  ٌىإسسُ ِؤشش اٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح 

 اٌمٍُ ػٍى اٌشثىح اٌخشٕح. vاٌمٍُ ػٍى اٌشثىح إٌاػّح ٚ uدٍس 

 

    يىضح يؤثر انتًذيذ في تعذيٍ يٍ (6انشكم )
 

 
   اًٌ

 

 
 

     
 

  
(                   )

 
 

 
(                   )  

 

 
     

 تئػادج صٍاغح اٌّؼادٌح اٌساتمح ٔذصً ػٍى7

   
 

  
(           )  

 

 
(           )  

 

 
   

 إػادج وراتح اٌّؼادٌح اٌساتمح
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,  -  [
 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  
]

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 اٌشثىح اٌخشٕح7 إٌىاٌرّذٌذ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح  ِؤششٌٕرج 

  
   [

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  
] 

     (Biazar et. all 2006) (Interpolation Operatorالإطانح ) يؤثر ثاَيًا

ٌٚشِض ( 4وّا فً اٌشىً )اٌشثىح إٌاػّح  إٌىِٓ اٌشثىح اٌخشٕح  ٘ٛ ساسُ الإعاٌح ِؤشش

          :I، دٍس   Iٌٗ تاٌشِض 

 حذالإطانح في تعذ وا يؤثر .1

 )اٌشثىح اٌخشٕح( فئْ   ِؼشفح ػٍى  ̅  )اٌشثىح إٌاػّح( ٚ    ػًٍ ِؼشفح u ٌرىٓ

I ̅=u 

 الإعاٌح فً تؼذ ٚادذ ٚ ٌأخز اٌصٍغح اٌراٌٍح7 ِؤشش٘ٛ 

     ̅          
 

 
 ̅    

 

 
 ̅       

 

 
−       ( ) 

]ٚالاسرٕسً اٌّشذثظ تٗ ٘ٛ

 

 

 
 

 

 فئ7ْ [
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I= 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    

     
 

 

 

 
   

     

 
 

 
   

     

    
 

 

     

    
 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 يىضح يؤثر الإطانح في تعذ واحذ (4)انشكم 

ِؼشفح  ٚاٌرمٍٍذ فً تؼذ ٚادذ الإعاٌح ِؤششيِٓ خلاي ِا سثك ذىْٛ اٌؼلالح تٍٓ 

I=2*R        تاٌؼلالح اٌراٌٍح
t

 

  (Trottenberg et. all. 2000) في تعذيٍ الإطانح يؤثر .2

 )اٌشثىح اٌخشٕح( فئْ   ِؼشفح ػٍى  ̅  )اٌشثىح إٌاػّح( ٚ    ػًٍ ِؼشفح u ٌرىٓ

I ̅=u 

 الإعاٌح فً تؼذٌٓ ٌٚأخز اٌصٍغح اٌراٌٍح7 ِؤشش ٘ٛ
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        ̅    

         
 

 
( ̅       ̅     ) 

         
 

 
( ̅       ̅     )                                                    ( ) 

           
 

 
( ̅         ̅         ̅         ̅       ) 

 7 وّا ًٌٍ ٚالاسرٕسً اٌّشذثظ تٗ ٌىْٛ

[
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 ]
 
 
 
 
 

 

 
 ( 8)انشكم 

 َماط انشثكح انُاعًح َماط انشثكح انخشُح ) (  ( ) ،في تعذيٍ  الإطانح يؤثر يىضح

I=4*Rوّا ًٌٍ  ٚاٌرمٍٍذ فً تؼذٌٓ الإعاٌح ِؤششيِٓ خلاي ِا سثك ذىْٛ اٌؼلالح تٍٓ 
t

 

 2يثال 
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 = 2hِٓ اٌشثىح اٌخشٕح  الإعاٌح ِؤششأٚجذ 
 

 
= h إٌى اٌشثىح إٌاػّح 

 

 
ػٍى اٌفرشج  

 شٍٍد اٌذذٌح ذساٚي صفش.دٌش ششٚطِغ  [0,1]

 انحم 

ذّصً إٌماط ػٍى  vٌرُ سسُ ػاًِ الإعاٌح ِٓ اٌشثىح اٌخشٕح إٌى اٌشثىح إٌاػّح دٍس 

 (.6)ذّصً إٌماط ػٍى اٌشثىح إٌاػّح وّا ِٛضخ فً اٌشىً   uاٌشثىح اٌخشٕح ٚ

 
   يىضح يؤثر الإطانح في تعذيٍ يٍ (9انشكم )

 

 
   اًٌ

 

 
 

 فً تؼذٌٓ ٌرضخ أ7ْ الإعاٌح ِؤششِٓ صٍغح 

          

     
 

 
(          )                                   

 

 
(         ) 

     
 

 
(         )                                    

 

 
(         ) 

     
 

 
(                   )    

     
 

 
(                   )  
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(                   ) 

     
 

 
(                   ) 

 أْ ششٚط دٌششٍٍد ػٍى اٌذذٚد ذساٚي صفش فا7ْا تّ

                                           

                                 
 

 
      

                    
 

 
      

 تئػادج وراتح اٌّؼادلاخ اٌساتمح ٔذصً ػٍى7

[
 

 

 

 

  

  
 

  

  

 

 

 

 
]
   

 

[    ]    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
    
    
    
    
    
    
    
    
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 (.    ٘ٛ ِصفٛفح اٌؼّٛد ) الإعاٌح ِؤششٌٙزا فاْ 

 V (V-cycle method)-طريمح دورج  . 5

فً وً  γػذد ِٓ دٚسج اٌشثىرٍٓ ٌرىٓ  إجشاءػٓ عشٌك  V-دٚسجٌّىٓ اٌذصٛي ػٍى 

لأْ  ؛تٙزا الاسُ V-، سٍّد دٚسجأفضًِشدٍح ٚسٍغح ٌٍذصٛي ػٍى ذمذٌش ذمشٌثً 

   V. (Biazar et. all 2006)اٌٍَح اٌرً ذؼًّ تٙا ػٍى شىً دشف 
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انحم  Eتريس نهتُعيى  Sحيث  ،𝛄   ه يىضح هيكم دورج يتعذدج شثكاخ واحذج نشثكاخ يختهفح وليى يختهفح (10انشكم )

  انًطهىب،  تريس نهتًذيذ    تريس نلإطانح

γفً داٌح  γ، ٚػٕذِا V-اٌذٚسج ذسّى دٚسج      γ، ٚاٌؼذد W-ذسّى دٚسج    

 ٍذٚسج.ٌ ٌسّى دٌٍلًا

 ،v1,v2اٌرىشاساخ ػذد ِؼٍٓ ِٓ ِغ  V-ص تذساسح دٚسجرفً ٘زا اٌثذس سٛف ٔخ

 ذىْٛ اٌرىشاساخ ِا لثً اٌرٕؼٍُ ِٚا تؼذ اٌرٕؼٍُ ػٍى اٌرٛاًٌ.

لإٌجاد  v1خغٛج ِا لثً اٌرٕؼٍُ ٔسرخذَ عشٌمح جاٚط سٍذي تؼذد اٌرىشاساخ  .4

 إٌظاَ  دً

        

   ٚٔشِض ٌٍٕرٍجح تاٌشِض 

 7ِٓ خلاي اٌخغٛاخ اٌراٌٍح ذصذٍخ اٌشثىح اٌخشٕح .7

 ٔذسة لٍّح -

      
       

  (  −     ) 

ِغ اسرخذاَ اٌذً            ٔسرخذَ عشٌمح جاٚط سٍذي لإٌجاد دً  -

 .   ٚٔشِض ٌٍٕرٍجح تاٌشِض      اٌّثذئً

 ٔذسة لٍّح -

       
         

  (   −       ) 
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 ِٓ اٌؼلالح    ٔصذخ -

           
      

          ٔصذخ -
ِٓ اٌخغٛاخ  تؼذ اٌرصذٍخ    ِغ أخذ لٍّح      

 اٌساتمح.

        ِٓ اٌغشق اٌرىشاسٌح ػًٍ إٌظاَخغٛج ِا تؼذ اٌرٕؼٍُ ٔغثك عشٌمح  .2

 7ْإدٍس  تؼذ اٌرصذٍخ   اٌّثذئٍح ي ِغ اٌمٍّح  v2تؼذد ذىشاساخ 

  
 اٌرمٍٍذ تٍٓ اٌشثىرٍٓ الأٌٚى ٚاٌصأٍح  ؤششِاٌّصفٛفح ِٓ    

   
 تٍٓ اٌشثىرٍٓ الأٌٚى ٚاٌصأٍح الإعاٌح ؤششِاٌّصفٛفح ِٓ   

   
 اٌرمٍٍذ تٍٓ اٌشثىرٍٓ اٌصأٍح ٚاٌصاٌصح ؤششِاٌّصفٛفح ِٓ    

   
 تٍٓ اٌشثىرٍٓ اٌصأٍح ٚاٌصاٌصح الإعاٌح ؤششِاٌّصفٛفح ِٓ    

 اٌّصفٛفح ػٍى اٌشثىح اٌخشٕح    

        اٌّصفٛفح ػٍى اٌشثىح إٌاػّح اٌصأٍح    
       

  

         اٌّصفٛفح ػٍى اٌشثىح إٌاػّح اٌصاٌصح     
        

   

 . V-ٌٛضخ آٌٍح ػًّ عشٌمح دٚسج (44)اٌشىً 
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 V-يىضح طريمح دورج (11)انشكم 

 3يثال 

 vعشٌمح دٚسج تاسرخذاَ اٌراٌٍح  أٚجذ دً ِسأٌح تٛاسْٛ 

         𝑦 

 (  𝑦)     (   )       

                (  𝑦)  
 𝑦 

 
      (   )  

 

 
      𝑛    𝑛   

   ِغ اٌذً اٌفؼًٍ ٌٙزٖ اٌّسأٌح ذً إٌاذجشُ لاسْ اٌ
 

 
 𝑦    𝑛    𝑛 𝑦 

 انحم

ٚرٌه  ،عشٌمح اٌفشٚق إٌٙائٍح لإٌجاد ِٕظِٛح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخغٍح ٔسرخذَ أولًا

ٌٚرُ ذشلٍُ ِٕغمــح اٌذــً ِٓ  ،اٌرفاضًٍ ػٍى إٌماط اٌذاخٍٍح لإتلاطترغثٍك ِؤشش 

 ٍسد . (Causon 2010)أظش ِٚٓ الأػٍى إٌى الأسفً ،اٌٍساس إٌى آٌٍٍّ

      𝑦    
 

 
 .(47) ِٛضخ فً اٌشىًا ٘ٛ وّ 
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 يىضح يُطمح انحم وانشروط انحذيح (12)  انشكم

     −       −       −       −        −   (   𝑦 ) 

 إٌظاَ اٌخغً اٌرا7ًٌ ػٍىٔذصً 

     −   −                

−      −   −                

−      −   −                 

                                                                                                                  

−   −          −            

 ٌىرة إٌظاَ تاٌشىً اٌّصفٛفً اٌرا7ًٌ

[
 
 
 
 
 −      −   
−  −        
 −  −       
          
        −  ]

 
 
 
 

     
[
 
 
 
 
  
  
  
 
   ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
           
           
           

 
−           ]
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 7ٚالإعاٌحاٌرمٍٍذ  ِؤششاخٔٛجذ  فً اٌثذاٌح

 اٌرمٍٍذ  ِؤشش .4

     (
 

  
) (                                           )

 (
 

 
) (                                   )

 (
 

 
)       

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 

  
    

 

 

 

 

 

 
  

  
 

  

 

 

 

  
    

 

 
  

    
 

  

 

 

 

  
     

            
            
            
            
            

           
 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 

I=4*(Rٌّىٓ اٌذصٛي ػٍٍٗ ِٓ خلاي اٌؼلالح   الإعاٌح ِؤشش .7
t
) 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
        

 

 
        

 

 

 

 
       

 
 

 
       

 
 

 

 

 
      

  
 

 
      

         

        
 

 

        
 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 

 تاسرخذاَ SOR ٚ جاٚط سٍذيرً ٌرسشٌغ ذماسب عشٌم -Vدٚسج ٔسرخذَ عشٌمح  ثاَيا

=h ػٕذِا ٔاػّح الأٌٚى 7ٌٍذً شثىاخ شلاز
 

 
=2h  ٚاٌصأٍح خشٕح ػٕذِا 

 

 
ٌصح ٚاٌصا 

=4hػٕذِاأخشٓ 
 

 
 .(42وّا ِٛضخ فً اٌشىً ) 

 

 

 

  
 (13انشكم )

لًٍٍ ِٓ  دتؼذ ػذتاسرخذاَ عشٌمح جاٚط سٍذي اٌخغً إٌجاد دً إٌظاَ  -4

 7اٌرىشاساخ فٍىْٛ إٌاذج
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[
 
 
 
 
 
           
          
           

 
           
           ]

 
 
 
 
 

    

 

 7ٌٚرُ ِٓ خلاي اٌخغٛاخ اٌراٌٍح ،اٌشثىح اٌخشٕح ذصذٍخ -7

      ٔذسة لٍّح   -
       

  (  −     ) 

    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
           
          
          
           
          
           
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 ِغ اسرخذاَ اٌذً اٌّثذئً            ٔسرخذَ عشٌمح جاٚط سٍذي لإٌجاد دً 

      ػٍّا تأْ    ٚٔشِض ٌٍٕرٍجح تاٌشِض      
       

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 

    −      −     −          
−         −     −      −     −         

 −          −      −        
−     −           −      −     −       
−      −     −      −         −     −      −     −      

 −      −      −          −      −     
   −     −           −      
   −      −     −      −         −     
    −      −      −         ]
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
           
             
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

       ٔذسة لٍّح   -
         

  (   −       ) 

 7ْإدٍس 

     
 

  
(                                           ) 

           
 

 
(                                   )  

 

 
       

     
 

  
[                   ]

 
 

 
[                   ]  

 

 
     

   
   ,                               -    

 

   
     (   

  ) 
 

   
   ,                         -   

  

 

    ,          - 
(   )       ِٓ خلاي اٌؼلالح    إٌجاد لٍّح  -  7ْإدٍس      

        
        

   

    ,          - 

    ,          - 

           ٔصذخ  -
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
          
          
          
          
           
          
          
          
          ]

 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

         ٔصذخ  -
 تؼذ اٌرصذٍخ    ِغ أخذ لٍّح      

   

[
 
 
 
 
 
          
          
          

 
          
          ]

 
 
 
 
 

    

 

تؼذد ذىشاساخ         خغٛج ِا تؼذ اٌرٕؼٍُ ٔغثك عشٌمح جاٚط سٍذي  -2

 تؼذ اٌرصذٍخ   ي   اٌّثذئٍحِغ اٌمٍّح 

وتىضيح يذي  V-( تاستخذاو طريمح دورج3)يىضح حم انًسأنح  انتانيانجذول 

 تسريع انتمارب نطريمح جاوش سيذل

h= π/8 
إٌاذج ِٓ  اٌّغٍك اٌخغأ

 v-دٚسجعشٌمح 

اٌذً تغشٌمح 

 v-دٚسج

اٌذً تغشٌمح 

 جاٚط سٍذي

 y x اٌذً اٌفؼًٍ

          2.11122467 2.11122467 2.12622225 3π/4 π/4 

          7.43125233 7.43125233 7.42132225 π/2 π/4 

          2.22526221 2.22526221 2.24264362 π/2 π/2 

          2.36762654 2.36762654 2.34433222 π/4 π/4 

          1.22724243 1.22724243 1.22421731 7π/8 π/8 

          2.54646137 2.54646137 2.52116273  π/4 3π/4 

 ػذد اٌرىشاساخ / 471 21  /
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 ٌذً إٌظاَ اٌخغً إٌاذج. SORٌرسشٌغ ذماسب عشٌمح  V-دٚسجٔسرخذَ عشٌمح  اَْ

( 3)ػٍى اٌّصاي  SORٌرمشٌة عشٌمح  V-فً ٘زٖ اٌخغٛج ذُ اسرخذاَ عشٌمح دٚسج

 فىأد إٌرائج ِٛضذح وّا 7ًٌٍ

وتىضيح يذي تسريع  v-طريمح دورج ( تاستخذاو3)يىضح حم انًسأنح  انتاني انجذول

 SORانتمارب نطريمح 
h= π/8 

إٌاذج  اٌّغٍك اٌخغأ

 v-دٚسجِٓ عشٌمح 

اٌذً تغشٌمح 

 v-دٚسج

اٌذً تغشٌمح 

SOR 

 y x اٌذً اٌفؼًٍ

          2.11122467 2.11122467 2.12622225 3π/4 π/4 

          7.43125233 7.43125233 7.42132225 π/2 π/4 

          2.22526221 2.22526221 2.24264362 π/2 π/2 

          2.36762654 2.36762654 2.34433222 π/4 π/4 

          1.22724243 1.22724243 1.22421731 7π/8 π/8 

          2.54646137 2.54646137 2.52116273 π/4 3π/4 

 ػذد اٌرىشاساخ / 42  6 /

 4مثال 
 -Vشروط ديرشليت باستخذام طريقة دورة التالية مع  أوجذ حل مسألة هيلمهىلتز

       −         −       𝑛 (     )  𝑛 (    𝑦)     

 u (x, y) =0 on ∂S دٍس S={(x,y): 0< x, y<0.4}ػٍى إٌّغمح 

 ِغ اٌذً اٌفؼًٍ ٌٙزٖ اٌّسأٌحاٌذً إٌاذج شُ لاسْ 

  (  𝑦)    𝑛(     )  𝑛(    𝑦) 

 انحم

ٔسرخذَ عشٌمح اٌفشٚق إٌٙائٍح لإٌجاد ِٕظِٛح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخغٍح ٚرٌه  7أٚلًا

ِٕغمــح اٌذــً ِٓ ٌٚرُ ذشلٍُ ،اٌرفاضًٍ ػٍى إٌماط اٌذاخٍٍح لإتلاطترغثٍك ِؤشش 

 .ِٚٓ الأػٍى إٌى الأسفً ،اٌٍساس إٌى آٌٍٍّ

وتىضيح يذي تسريع  V -دورج يىضح حم انًسأنح تاستخذاو طريمح  انتاني انجذول

 انتمارب نطريمح جاوش سيذل
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h=1/20 
إٌاذج  اٌخغأاٌّغٍك

 V-ِٓ عشٌمح دٚسج

اٌذً تغشٌمح 

 V-دٚسج

اٌذً تغشٌمح 

 جاٚط سٍذي

 y x اٌذً اٌفؼًٍ

            2.41425552 2.41425552 0.14644661 7/20 1/20 

            2.44432326 2.44432326 2.42442345 6/20 4/20 

            2.32415122 2.32415122 2.32275415 5/20 6/20 

            4.22312242 4.22312242 4 4/20 4/20 

            2.7472262 2.7472262 2.74226522 2/20 1/20 

            2.41425552 2.41425552 2.41311334 1/20 7/20 

 ػذد اٌرىشاساخ / 26 42 /

 

وتىضيح يذي تسريع -V دورجتاستخذاو طريمح  يىضح حم انًسأنح انتاني انجذول

 SOR انتمارب نطريمح

h=1/20 
إٌاذج  اٌّغٍك اٌخغأ

 V-ِٓ عشٌمح دٚسج

 اٌذً تغشٌمح 

 V-دٚسج
 اٌذً تغشٌمح 

SOR  
 y x اٌذً اٌفؼًٍ

            2.41425552 2.41425552 0.14644661 7/20 1/20 

            2.44432326 2.44432326 2.42442345 6/20 4/20 

            2.32415122 2.32415122 2.32275415 5/20 6/20 

            4.22312242 4.22312242 4 4/20 4/20 

            2.7472262 2.7472262 2.74226522 2/20 1/20 

            2.41425552 2.41425552 2.41311334 1/20 7/20 

 ػذد اٌرىشاساخ / 72 6 /

 ػٍّد ػٍى ذسشٌغ ذماسب عشٌمح  V–ٔلادظ أْ عشٌمح دٚسج  اٌساتكِٓ اٌجذاٚي 

SOR أوصش ِٓ ٔص ػذد اٌرىشاساخ إٌى. 
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 (: يًثم انحم انفعهي14bانشكم ) V-ح دورجتطريم يًثم انحم انعذدي(: 14aانشكم )

 
 (: يًثم انخطأ انًطهك14cانشكم )

 انُتائج

لذِد دساسح دٛي اٌذٍٛي اٌؼذدٌح ٌّسائً اٌّؼادلاخ اٌرفاضٍٍح  ٘زٖ اٌٛسلح اٌثذصٍح

خلاي  ا ٌصؼٛتح إٌجاد اٌذٍٛي اٌرذٍٍٍٍح ٌٙا، ٚرٌه ٍٍِٓ٘جٍح فً تؼذٌٓ ٔظشًاٌجضئٍح الإ

ذغثٍك عشٌمح اٌفشٚق إٌٙائٍح ػٍى إٌّاعك إٌّرظّح دٍس ذّراص ٘زٖ اٌغشٌمح تسٌٙٛح 

أظٙشخ ٘زٖ اٌذساسح وّا ٘ٛ ِٛضخ فً  دٍس، V-عشٌمح دٚسج شُ ذغثٍك ،ذغثٍمٙا

لذ سشػد ذماسب اٌغشق اٌرىشاسٌح  V-عشٌمح دٚسجأْ ػٍٍٙا  ًاٌؼذدٌح اٌّرذص إٌرائج

أْ سشػح اٌرماسب ذؼرّذ ػٍى ػذد اٌشثىاخ وٍّا صاد  ٚا،إٌى ٔص ػذد اٌرىشاساخ ذمشٌثً

ذؼرّذ V-غشٌمح دٚسجٌػذد اٌشثىاخ واْ اٌذصٛي ػٍى اٌذً أسشع، تإٌسثح ٌذلح اٌذً 

تٍّٕا سشػح اٌرماسب ٌٙزٖ  ،صغٍشج ذذصٍٕا ػٍى دلح أفضً hوأد  وٍّا hػٍى لٍّح 
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-عشٌمح دٚسج٘زٖ اٌخاصٍح جؼٍد  (hلٍّح) تٍٓ إٌماط ػٍى اٌثؼذ ذاٌغشق لا ذؼرّ

Vُِسشع جٍذ ٌٍغشق اٌرمٍٍذٌح. 
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